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采用双线性变换的线性离散系统模型降阶
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    摘要: 针对线性定常离散系统，提出一种新的不受稳定性限制的降阶方法 即利用双线性反变换，将离散系

统转化为连续系统，利用已知的连续系统的降阶方法进行降阶，之后再经双线性变换为离散系统，得到了原离散

系统的降阶模型，给出并证明了误差上界。数值算例说明了此方法的有效性
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可以获得式〔1)的一个厂阶近似系统。

    求解黎卡提方程:

  洲 十月丁x一x刀刀:尤=0 (2)

  月y+以丁一州 CY二0 (3)

    得到半正定的Xo.兄”朋，Y。男 朴 ，构造并求

解李亚普诺夫方程:

  (月一刀J刀丁x)尸+尸(庄一刀刀丁厂)r+刀‘衅 二0 (4)

  口(几。一辉:c)+(A一YC了C)9+c丁c二0 (5)

    得到正定的p二男 ’”，口。摊 ” ，计算 尸和 口

的Cholesky分解:

  尸二L走了 (6)

  口二或耳 (7)

    得到L。沼”潮，L。。.未”阴，又寸L声。进行奇异

值分解;

  LL 二UA 俨 (8)
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1 引 言

    在控制系统设计中，模型降阶特别是线性 系统

模型降阶一直是一项重大且富有意义的课题，经常

出现在化1、航天领域，用于解决系统维数过大导致

的成本和复杂性间题。从 20 世纪60 年代末至今 ，

产生过大量的降阶方法，如集结法、误差极小化法 、

R袖逼近法、Pade近似法川等，而在众多降阶方法

中，最著名的是Moore提出的平衡降阶方法周，即求

取系统的平衡实现，并对平衡实现进行阶数截断，可

以得到一个降阶系统

    关于模型降阶的工作主要集中于连续系统，而

离散系统的研究成果相对要少一些〔Moore 就是针

对稳定连续系统提出平衡降阶方法的。以原系统与

降阶系统之差的瓦 范数作为降阶误差，Moore还给

出了其降阶方法的一个误差上界。zhou[3l将Moo，

的思想在频域上进行推广，得到了无稳定性限制的

连续系统平衡降阶方法，并导出了其降阶误差的一

个上界。从一Sa醒ga尸提出了稳定离散系统平衡降阶

方法，该方法的误差上界可 由文献 【到 得到。王

勇16]提出了无稳定性限制的离散系统降阶方法，但

未能研究得到其误差上界。

    众所周知，双线性变换作为沟通连续与离散的

桥梁，提供了将连续域方法推广到离散域的途径。

本文使用双线性变换将2卜ou的降阶方法推广到离

散系统，得到了一种无稳定性限制的离散系统降阶

方法及其降阶误差上界。

2 连续系统降阶阴

    对于能控能观，且无虚轴极点的 n阶连续系统:

  ‘，(。)二C(，1一A)，B，+D (1)

式中:A，。龙““;B，。男”即;叹‘招’阴;几。粥犷，。

给定0<r<n，按照文献〔3] 给出的模型降阶方法，

  得到A二男“xl，计算非奇异变换阵:

，二搜卜记刀飞丁。腑 ”“

  由此可得到几(‘)的平衡实现:

〔TA T，.留 ，几T，D)

  对平衡实现进行r阶截断，即:

A，=，，，。〕。‘Tl[;]
召，巴{1，0]拙』

‘“‘·州1:1
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  D 二D。 (13)

    则系统:

  叹(百)=叹(sj一A)一，B月+D (14)

是式(1)的厂阶近似系统

    文献【31已证明，由式(6) 中的 p和式〔9) 中的

犷所构成的TPT，事实上是一个对角元素由大到小

排列的正定的对角阵，即:

B一完‘”·”’凡
c一完c【‘A二‘，一’
几 二D一C(A，+1)

(25 )

(26)

〔27)

TP T

                  ‘ 『 巨J

        (。，妻。:) )。。>0)

    定义连续系统C(，1一A)，B+D的L二范数为

}c(对一A)’B+川一 。哩只.司c(jO1一A)一’B
+D]，将原系统与近似系统差的L二范数

}戈(s)一鱿(，)}}二定义为降阶误差，文献〔3]指出
2(。，+，+⋯+，)是上述降阶方法误差的一个上界，

即 :

    式(24)一(27)显然与式(18)一(21)等价，定

义离散系统 C(“一助 IB+D的L.范数为

IIC(“1一A)’B+DI}二=。。嘿二)子组C(“’‘1一A)B+
D〕，下面的结果表明双线性变换及其反变换不改变

L二范数

    定理1 }仪(:)11。=}‘，(、)llot
    证明 对于:二严刀。(一7T，+二)，由式(16)

可知 :

鱼 (cos口一1)+15In夕
h (coso+1)+j，1动铁

鱼 [(。05口一卫_月笋1卫妇][(。05‘+1)一1，Ino〕
入 (eos口+1)”+sin，口

_鱼 」丝旦生 _
1+cos刀

    盯‘月(￡)一认(5)}。‘2(『，

3 双线性变换

    取系统采样周期h》0

统的能控性和能观性。

    引理1:5.

    对于连续系统:

  ‘(3)二C(汀一A)，刀十认

    由双线性变换:
          2;一1

  ‘竺元不万

    可得到离散系统:

  叹〔二)=c(21一A，)，从+刀

式中:

+ 『 115) 其中。二贵sin口

十屯菇吞任
(一二

，且h的选择不能破坏系

对任意 口已

得:

  认(日已)二

    于 是 ，

(一二，十二)，存在 。

                (28)

，.)。这意味着

巨(一伪，的)，使

鱿(J‘)

  }‘(习}二

耀 二。[q(j‘)J=

  =。。塑，云[‘(‘”)]蕊
}{‘(、)}。

砂

得

4
(16)

同理可证 }}c(:)}.杂}‘(、)}二，综上即

}‘(:)}.二{}‘(，)11二。

离散系统降阶

对于能控能观且无单位圆周上极点的 n阶离散

‘(豁 )

A=一(M 一Zj)，(hA 十2]) (18)

B 二2(人人一21)，鱿而 (19)

‘ Zc(儿月一2厂)，而 (20)

及 =几一叹(hA，一之约‘凡h (21)

  由式(16)不难得到双线性反变换公式:

一奋北义 (22)
  离散系统:

‘〔:)二砚(21一A)，B十Dz

  经双线性反变换后可得到连续系统:

C】〔万卜叹“‘一A)B+D二、(一.{蹼) (，，)
式中

聂(，一，)、，+，) (24)

系统:

  ‘.(习=C(汀一A)IB十从

    给定。<:<n，本文提出如下步骤对c(z)降

阶。

    第工步:对认(:)进行双线性反变换，得到连续

系统

  吞(J)二c.(31一月.)，刀+。 (29)

    第2步:运用本文第2节的方法，对认(，)降阶

得到:

  ‘，(:)=砚(、1一乃)一，刀+。， (30)

    第3步:对倪(s)进行双线性变换得到‘(习，

q(名)即是 召(习 的 r阶近似系统

    定理2 }叹(的一q(z)!}，‘2(矶，、二+口。)

    证明 容易看到叹(动和仪(:)经双线性反变换

分别得到叹(s)和C，(，)，且锐(3)和民(、)经双线性
万方数据
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      =Dr+2‘.(八一月 ，R. 〔44)

    它们 与 h无 任 何 关 系，因 此 实 际 误 差

}1‘(;)一c(:)1」二与h无关

5 数值算例

    一个不稳定的6阶线性离散系统 石(:)，其
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变换分别得到认恤)和队(动。于是，砚(:)一叹(习经

双线性反变换可以得到叹(，)一暇(占)，而叹(s)-

民(:)经双线性变换可得到C(:)一叹(习。应用定理

1，1{久(:)一叹(:)1{二二11砚(5)一认(5){}.再由式(]5)

可知}‘(习一久(习}二蕊2(氏。+，r+⋯+。)
    下面我们将证明由上述降阶方法得到的误差卜

界及实际误差均与h无关。令;

  几二(闷。一1)(AJ十1)， (31〕

  几二(潇十1)，B (32)

  亡二‘(注+1)， 〔33)

  力二。一c(注十了)，刀 〔34)

    对于算法第1步所得到的‘(:)，其黎卡提方
程(2) 可写成:

影X‘·(贵入)‘一X知(佘)rX
      竺2朋 十ZAX一4XBB‘X二0 {35)

    这表明X与h无关。李亚普诺夫方程(4)可写

成:

  {号，一护(护)“]二p[备“一六”(分)”1‘
  +BB卜「(月一2舟否‘X)p+p(几一2方刀rX，了]二0(36)
    因为X与h无关，所以尸与h无关，同理口也与

h无关，且由p和 口得到的变换矩阵 T也与h无关

这样TPT，便与h无关，于是误差上界2(。，+⋯十

伊)与h无关
    记:

0.5

  0

  0

  0

  0

  0

  0

  O

  0

  O

  0

〔)_5

  2

一0.7

  O

  0

  0

  0

  O

  l

0.9

  O

  0

  0 125

进行双线性变换后得到:

一
住 臼 诫37 17 竹 78

  11_33〕 3

    O

    0

    0

    O

一 叭 3夕17

认 0175

一 住 ]053

    【]

    O

    n

4 25 3 1

  3 189 8

0 9569

U 1818

    (〕

    O

1氏 632 6

  7 叨 4 5

2 392 3

  或 引 55

    】2

    0

一 8 5伪 1

丘 3796

  1 913 9

3 6364

    一 8

  n 4

  1265

1 5949

  47 85

0 909 1

  2
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式二〔‘，。，瓜州[:l
〔37)

(38)

(39)

昭

!

j]

I

O

了

.

r

[

1乙

  D，二D (钓)

    它们均与h无关，对于算法第 2步所得到的

召(‘)，显然有:

  人=补，尽二知一c二分一从=D一最后
对干算法第3步所得到的C(习 ，其

取:二3，运用本文第 2节的方法，得到其3阶

近似系统:

·二=一。9””
    0

0.]672

    O

0.0724

    O

  0_235

A二一(*补一2，)一J(。和十2，)
(A.一])一‘(注r+1〕 (41)

沂 二2(注卜一，)，刀， (42)

B，二蕊一7.979 一1.485 一0.7192]T;

C。=JO.8301 2.6D12 一4.38081布D =0.4684

    使用双线性变换后得到‘(2)的3阶近似模

到 :

沂 二Zc，(月

21厂知，

1)， (43)

0.9161

    0

一0 062

0 0.0621

1825 0

0 0.7876

_0.5870]r:

分

川
小R，二2

申二，聂‘
从二从一茫(“知 7439 一 16352
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1一1.7439 一1.6352 一0.587OJ;D 二0.5990

    表 1列出按定理 3求得的小同:卜的误差上界

与实际降阶误差

表 1 模型降阶实际误差及误差上界的对比

厂二s r二连 r=3 r二Z r二 1

误差上界 00774

实际误差 0077 3:::)::;;::一_一:一:一黑:

    从表 !可以看出误差上界均高于实际误差，与

理论分析吻合，系统在降为4阶刚的误差上界不到

。.18，表明本文方法降阶效果满意

6 结 语

    本文牛「对离散系统模型降阶问题进行了分析，

通过双线性反变换将其转化为连续系统处理，提出

了一个行之有效且 易十编程实现的方法，并给出了

误差的 匕界。数值例子证明 r本方法优良的降阶性

育旨
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