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摘  要  本文推导出连续线性时不变系统 L1 范数的逼近计算方法，提出了固定阶 L1 控制器的优化设计问题，并针对该优化问题

给出了基于逼近计算方法和模拟退火算法的求解策略。设计算例验证了方法的有效性。 
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 1．引言 

80 年代以来，以 H∞控制为代表的鲁棒控制理论取得

了令人瞩目的发展。而 H∞控制理论有其局限性：(1)它主

要适用于输入和输出信号都是能量有界的系统；(2)它是频

域的理论，尚不能可靠地保证闭环系统具有期望的跟踪、

饱和约束等时域性能。这就促成了 L1 控制理论（应用于连

续时间系统）与 l1 控制理论（应用于离散时间系统）的发

展。L1 和 l1 控制理论与 H∞理论有相同的范式，但有更广泛
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的适用性，可应用于输入和输出信号都是幅值有界（BIBO）

的系统，并能保证对所有允许的具有参数不确定性的闭环

系统都有所期望的时域性能[1]。   
虽然 L1 控制和 l1 控制是被同时提出的，但它们的研究

发展大相径庭。当前，l1 控制已有了不少成熟的研究成果

（见[1~3]及其参考文献），比如：给出了求解 l1 问题的尺

度 Q 法、FMV（Finitely Many Variables）法、FME（Finitely 
Many Equations）法、DA（Delay Augmentation）法、凸规

划法等多种各具特色的逼近算法。文献[4]提出了离散线性

时不变系统 l1 范数的逼近计算方法，可以逼近计算 l1范数

到任意给定的精度。 
L1 控制的研究成果概括如下。文献[5]研究了连续时间
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系统中 小化闭环传递函数 L1 范数的问题，并针对 SISO
连续系统，给出了两种分别基于非线性规划和线性规划的

L1 优控制器的设计方法。文献[5]又指出：连续时间系统

中，对于有理的被控对象，设计得到的 L1 优控制器往往

是非有理的，其传递函数的分子和分母通常均含有时滞项
se τ− 。这一发现改变了 L1控制研究的走向，由于非有理的

控制器在工程上非常不易实现，研究者们便把焦点转向了

有理 L1 控制器。文献[6~10]就“L1 一块问题”，分别基于代

数方法、离散欧拉逼近系统方法、LMI 方法和线性规划方

法研究了用
0 ( 1)

N
i

i
i

c
Ts= +∑ 形式的有理传递函数逼近（非有理）

优闭环传递函数。但是，这些有理 L1控制器的理论研究

成果离实际应用仍然相距很远，因为只有在阶数相当高的

情况下，由[6~10]方法得到的控制器的 L1 指标才满足要求，

而高阶控制器又不适合于工程实践。 
考虑到现有 L1 控制器设计方法导致控制器阶数过高

的缺陷，本文拟针对连续线性时不变系统，研究固定阶 L1

控制器优化设计问题。在该问题中，设计者可以根据具体

情况事先给出一个工程上可以接受的控制器阶数。解固定

阶 L1 优化问题需要解决 L1 范数的计算问题。本文受[4]的
启发导出了一种关于给定传递函数的 L1 范数的逼近计算

方法。在此基础上，固定阶 L1优化问题可描述为一个对控

制器参数寻优的问题。由于模拟退火算法[11]具有全局寻

优能力强，实现方便等特点，被我们选择用于求解固定阶

L1 优化问题。    
本文后面的结构安排如下：第 2 节提出了连续传递函

数的 L1 范数的逼近计算方法。第 3 节先是给出了固定阶 L1

控制器优化设计问题的数学描述，接着介绍基于模拟退火

算法的 L1 优化问题的求解策略。第 4 节是设计算例。 后

在第 5 节简要地总结了论文的工作。 

2．L1范数的逼近计算 

2.1  SISO 情形 
考虑一个渐近稳定的 SISO 连续线性时不变系统。记系

统的传递函数为 H(s)，系统的单位脉冲响应为 h(t)。H(s)
的 L1 范数定义为： 

1 0
( ) ( )H s h t dt

∞
= ∫                (1)  

上式中的∞会给计算造成困难，所以 L1 范数不能直接用式

(1)来计算。现有的计算方法为：取一个足够大的正数 N，
通过计算下式： 

 
0

( )
N

NS h t dt= ∫                   (2) 

的值来代替||H(s)||1。由于 h(t)收敛，足够大的 N 意味着误

差 

1( ) ( )N N N
H s S h t dt

∞
∆ = − = ∫            (3) 

很小。该方法有一大缺点：不易确定 N 的值。因为即使 N
的值很大，其 N∆ 有时仍然达不到所要求的精度。 

这里，本文将导出一种求取||H(s)||1 的逼近计算方法。

其思路为：对给定的精度 0ε > ，求取 0N > ，使满足

N ε∆ < ，从而克服现有 L1范数计算方法的不足。 

系统的传递函数 H(s)可表示如下： 
1

1 1 0
1

1 1 0

( )
n n

n n
n n

n

b s b s b s bH s
s a s a s a

−
−

−
−

+ + + +=
+ + + +

            (4) 

其中， 0 1 0 1 1, , , , , , ,n nb b b a a a −∈ ∈R R 。假设系统共有 q
个不同的极点： 1 2, , , qp p p ∈C ，重数分别为 1 2, , , qm m m ，

满足
1

q

j
j

m n
=

=∑ 。即  

1 21
1 1 0 1 2( ) ( ) ( ) qmm mn n

n qs a s a s a s p s p s p−
−+ + + + = − − −       

    (5) 
则 H(s)的部分分式展开式为： 

 
1 1

( )
( )

mq j
jk

nk
j k j

r
H s b

s p= =
= +

−∑∑                  (6) 

其中， jkr ∈C 是关于极点 jp 的第 k 个分式系数， nb 为常数

项。H(s)的单位脉冲响应是 H(s)的反拉普拉斯变换，即： 

  1

1 1

1( ) ( )
( 1)!

mq j
p tk j

jk n
j k

h t r t e b t
k

δ−

= =
= +

−∑∑             (7) 

其中， ( )tδ 为单位脉冲函数。记  

  11( )
( 1)!

p tk j
jk jkh t r t e

k
−= ∈

−
C                 (8) 

则  

  
1 1

( ) ( ) ( )
mq j

jk n
j k

h t h t b tδ
= =

= +∑∑                 (9) 

为计算 N∆ ，以下给出定理 1。 

定理 1： 设 ,j jα β 分别为 jp 的实部和虚部； ,jk jkr θ 分

别为 jkr 的幅值和相角。即 
ij j jp α β= +                 (10) 
i jk

jk jkr r e θ=               (11) 

令 
1 ( )

1( ) cos
( 1)!

tk j
jk jk jk jt tg t r e

k
α θ β− + ∈=

−
R        (12) 

那么  

      
1 1

( ) ( ) ( )
mq j

jk n
j k

h t g t b tδ
= =

= +∑∑                (13) 

证明：（i）若 jp 为复数极点，则必定存在另一个极点

if j jp α β= - 是 jp 的 共 轭 复 数 。 并 且 有 f jm m= ，



i( )jk
fk jkr r e θ−= 。则 {1,2, , }jk m∀ ∈ ，都有 
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(14)                                                           

又因为 
1
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所以 
     ( ) ( ) ( ) ( )jk fk jk fkh t h t g t g t+ = +              (16) 
（ii）若 jp 为实数极点，则 0jβ = ； jkr 必定为实数，

0jkθ = 或 jkθ π= 。可得： 

   

1

i 1

1
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1
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            (17) 

显然， 
         ( ) ( )jk jkh t g t=                  (18) 

综合（i）、（ii），可得： 

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

m mq j q j

jk n jk n
j k j k

h t h t b t g t b tδ δ
= = = =

= + = +∑∑ ∑∑  

证毕。 
由定理 1 可知： 
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记(19)式中不等号右侧部分为 QN，即 

    1

=1 1

1
( 1)!

mq j
tk j

N jk N
j k

Q r e dt
k

t α∞ −

=
=

−∑∑ ∫           (20) 

QN 是 N∆ 的一个上界，只要求得使 NQ ε< 的 N 值，则 N∆ 必

定小于ε 。令 

           1 tk j
jk N

W e dtt α∞ −= ∫                   (21) 

其中， {1,2, , }j q∈ ， {1,2, , }jk m∈ ，则 

        
=1 1

1
( 1)!

mq j

N jk jk
j k

Q r W
k=

=
−∑∑               (22) 

为计算 QN 的值，以下给出定理 2。 
定理 2： 对于渐近稳定系统， ij j jp α β= + 为任一极

点，则 

1
1 j N

j
j

W eα

α
= −                   (23)   

 
1

, 1
1 , 2,3,j

k
N

jk j k j
j j

N kW e W k mα

α α

−

−
−

= − − =  (24) 

证明：对于渐近稳定系统， jα 必为小于 0 的实数。 

当 k=1 时， 

1
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1

j
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t tj
j NN

j
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j

W e dt e

e

α α

α

α
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= −

∫
 

当 {2,3, , }jk m∈ 时，利用分部积分法，  
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1
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1
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∫ ∫
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证毕。 
基于上述理论成果，对于给定的和ε 和 H(s)，有如下

||H(s)||1 逼近计算的步骤： 
步骤 1：计算出 H(s)的部分分式展开式(6)中的 nb 和各

个 jp 、 jm 和 jkr 的值（ {1,2, , }; {1,2, , }jj q k m∈ ∈ ）。    

步骤 2：设置一个步长 d>0，并置 N 的初值 N=N0>0 。 
步骤 3：利用式(22)、(23)和(24)，计算出 QN 。 
步骤 4：若 NQ ε≥ ，则 N＝N＋d，转步骤 3；否则，进

行下一步骤。 

步骤 5：计算
0

( )
N

h t dt∫ ，并以之作为||H(s)||1 的值。 

 
2.2  MIMO 情形 

考虑一个渐近稳定的 MIMO 连续线性时不变系统，它

的传递函数阵 H(s)如下： 

2

1 1 2

11 1

1

( ) ( )

( )
( ) ( )

n

n n n

H s H s

H s
H s H s

 
 =  
 
 

           (25) 

H(s)的第（i,j）个元素 Hij(s)为第 i 个输出对第 j 个输入的传



递函数（ 1 21,2, , ; 1,2, ,i n j n= = ）。H(s)的单位脉冲响应

阵为： 

2

1 1 2

11 1

1

( ) ( )

( )
( ) ( )

n

n n n

h t h t

h t
h t h t

 
 =  
 
 

…

             (26) 

MIMO 的 H(s)的 L1 范数定义为： 
2

1
1 11 1

( ) max ( )
n

iji n j
H s H s

≤ ≤ =
= ∑             (27) 

利用 2.1 中求 SISO 连续线性时不变系统的传递函数

L1 范数的逼近计算方法，可求得正数 ijN ,使得||Hij(s)||1 的近

似值
0

( ) ( )ijN
ij ij ijS N h t dt= ∫ 相对于||Hij(s)||1 的误差小于 2/ nε 。

从 而 求 得 ||H(s)||1 的 满 足 给 定 精 度 ε 的 近 似 值
2

11 1
max ( )

n

ij iji n j
S N

≤ ≤ =
∑ 。 

3．固定阶 L1控制器的优化设计 
给定如下连续线性时不变的被控对象 G(s)： 

1 2

1 11 12

2 21 22

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

G G

G

G

x t Ax t B e t B u t
z t C x t D e t D u t
y t C x t D e t D u t

= + +
= + +
= + +

          (28) 

其中， ( ) Gn
Gx t ∈R 为状态向量； ( ) ene t ∈R 和 ( ) unu t ∈R 分别

为干扰和控制输入； ( ) znz t ∈R 和 ( ) yny t ∈R 分别为受控和量

测输出。 
    给定控制器的阶数 0Kn ≥ ，nK 阶的控制器 K(s)的状态

空间描述为： 

   
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

K K K K

K K K

x t A x t B y t
u t C x t D y t

= +
= +

               (29) 

其中， ( ) Kn
Kx t ∈R 为反馈控制器的状态向量。 

令控制器集合 

22{( , , , ) det( ) 0,
Kn K K K K KA B C D I D DΦ = − ≠ 并且 

   ( , , , )K K K KA B C D 镇定 G(s), 

, , , }K y u yu KK K n n n nn nn n
K K K KA B C D× ×××∈ ∈ ∈ ∈R R R R  

对于被控对象 G(s)，假设其对应的
KnΦ 非空，则由 G(s)

和
KnΦ 中的控制器所构成的闭环系统的状态空间描述为 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

G G
c c

K K

G
c c

K

x t x t
A B e t

x t x t
x t

z t C D e t
x t

   
= +   

   
 = + 
 

            (30) 

记 1
22( )L KE I D D −= − ， 1

22( )L KF I D D −= − ，则 

2 2 2

2 22

L K L K
c

K L K K L K

A B F D C B F C
A

B E C A B E D C
+ 

=  + 
 

1 2 21

21

L K
c

K L

B B F D D
B

B E D
+ 

=  
 

 

[ ]1 12 2 12c L K L KC C D F D C D F C= +  

[ ]11 12 21c L KD D D F D D= +  

在上述稳定的闭环系统中，从 e 到 z 的闭环传递函数

为： 
1( ) ( )ze c c c cT s C SI A B D−= − +             (31) 

显然，对
KnΦ 中任一控制器，我们都可以采用节 2 的算法

计算出其对应的||Tze(s)||1 值，并且不同的控制器对应于不同

的||Tze(s)||1 值。固定阶 L1控制器优化设计的目标就是在
KnΦ

中找到使||Tze(s)||1 值 小的(AK，BK，CK，DK)，因此固定阶

L1 控制器优化设计问题的数学描述为： 
1( , , , )

min || ( ) ||
K K K K nK

zeA B C D
T s

∈Φ
              (32) 

上述问题实质上是一个非线性和非凸的优化问题，甚

至连||Tze(s)||1 与(AK，BK，CK，DK)之间的隐式解析关系都没

有。这类优化问题很适合采用诸如模拟退火算法[12]、遗传

算法等全局数值优化算法来求解。 
本文应用模拟退火算法来搜寻固定阶 L1 优控制器，

其中||Tze(s)||1 的计算由节 2 的算法实现。 

4．设计算例 

被控对象 G(s)为：  

[ ]
[ ]

1 0 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

0 2 0 1
( ) 1 0 ( )
( ) 1 1 ( )

G G

G

G

x t x t e t u t

z t x t
y t x t

−     = + +     −     
=
=

         (33) 

要求设计一个 3 阶的 L1控制器，使||Tze(s)||1 小。 
基于节 2 算法和模拟退火算法编写 Matlab 程序，求解

优化设计问题(32)。设置 L1 范数的精度ε =10−4。初始控制

器(Aini，Bini，Cini，Dini)如下：  
7 3 1 1
1 2 3 1
1 1 1

iniA
− − 
 = − − 
 − − − 

 

5 3
2 3
1

iniB
 
 = − 
  

 

[ ]5 3 2 3 1iniC = −  

[ ]0iniD =  

其对应的||Tze(s)||1 的值等于 2.7344。 
运行 Matlab 程序求得 3 阶 L1 优控制器为： 



23.5283 18.0758 99.5028
71.9998 37.4079 47.7167

44.0764 93.3688 73.6033
optA

 
 = − − 
 − − 

 

55.8944
30.7068
22.8018

optB
− 
 =  
 − 

 

[ ]74.9958 30.4733 72.4700optC =  

[ ]81.3996optD = −  

其对应的||Tze(s)||1 的值等于 0.0163，是初始值的 1/168，大

大提高了闭环 L1 性能。 
 
5、结论 

本文提出了连续线性时不变系统L1范数的逼近计算方

法。在此基础上，采用模拟退火算法，给出了连续线性时

不变系统固定阶 L1控制器的优化设计方法。该方法能方便、

有效地设计出给定阶次的有理的 L1 优控制器。 
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